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側面に任意分布荷重が作用する異方性楕円柱の解析  

種   健・内田  武・佐々木 徹*・浜野 浩幹**
 

Analysis for Anisotropic Cylinder Subjected Arbitrary Loads on Lateral Surface 

Takeshi TANE, Takeshi UCHIDA, Toru SASAKI and Hiroki HAMANO 

 

Abstract 

This paper discusses analytical solution for anisotropic cylindroids which is subjected to any loads along the side. It is su pposed 

that these loads are not changed in the direction of a generator. A characteristic of this stud y is to be able to treat not only in-plane 

loads but also out-of-plane loads. Analyses are carried out using theory of two-dimensional elasticity, since general solutions are 

derived from complex stress functions that were shown by S. G. Lekhnitskii. Some example calculations that assumed cleave test are 

shown graphically. 
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１．緒   言 

 

集中荷重を受ける等方性楕円板の解析は，無限級数に展開

されたAiryの応力関数に対して側面に作用する荷重の境界条

件を適用，応力関数の未定係数を決定して行われる 1), 2)． 

一方，直交異方性板の場合，4階の偏微分方程式を満たす応

力関数が 2 つの重調和関数の和で表されるため，解析はより

複雑になる． 

例えば，大久保は境界条件からフーリエ級数展開された応

力関数の未定係数を求めた 3)．また，Cauwelaertらは半無限板

の解析解を利用することによって近似解を求めている 4)．さら

に，Lemmonらは有限要素法を用いて解いている 5)． 

集中力を受ける楕円板については，林が無限級数に展開し

た応力関数を適切な写像関数で変換し，弾性主軸が座標軸に

対して対称でない場合の接線応力の解を求めている 6)．  

このように，弾性主軸が z 軸まわりに回転した材料（これ

を面内傾斜材という）の場合は，Lekhnitskiiの複素変数を用い

る方法が有効である 7)．彼は，任意分布の荷重を受ける直交異

方性楕円板の解を求めようとしたが，境界条件の不足からす

べての未定係数を決定することができなかった．そこで，川

久保らが境界条件の不足を補って問題を解くことができるよ

うになった 8)． 

しかしながら，直交異方性よりさらに一般的な異方性を示

す楕円板の解は見当たらないのが現状である．さらに，楕円

柱側面を母線方向にせん断するような面外の分布荷重を受け

る楕円体の解析は行われていない． 

そこで，本研究では川久保らの導出した直交異方性の解を

一般的な異方性の場合に拡張し，面内荷重および面外荷重を

対象とした数値計算例を示す． 

 

２．基礎方程式 

 

2.1 解析モデル 

図１に示されるように，任意の異方性を示す楕円柱（長軸 a，

短軸 b）の側面 Lに，表面荷重 L

z

L

y

L

x PPP ,, が作用する場合につ

いて，写像関数を用いた 2次元弾性理論により解を導く． 

楕円柱の母線の方向に z軸，楕円断面の長軸の方向に x軸，

短軸の方向に y軸を取ったO-xyz座標系を設け，断面形状なら

びに表面荷重は z軸方向に変化しないと仮定する． 

 

2.2 基礎方程式 

平面ひずみ的な取り扱いをする場合，異方性弾性体の構成

方程式は，一般化フックの法則より次式で表すことができる． 
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ここに， 
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ija は，通常の弾性コンプライアンスである． 

続いて， zyx ,, 軸方向の力の釣合方程式を次式のように表

すことができる． 
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式(3)の第 1式，第 2式には，x-y平面内に作用する応力成分

が現れている．一方，第 3式には z軸方向，つまり，x-y平面

外に作用する応力成分が現れている． 

このことから，x-y 平面内の荷重の作用問題を面内問題，z

軸方向の荷重の作用問題を面外問題と呼び，楕円柱が等方性

もしくは直交異方性を示す場合は各々独立に取り扱うことが

できる． 

しかし，例え直交異方性であっても，その弾性主軸と図１

の座標軸が一致しない（弾性主軸が x 軸もしくは y 軸に対し

て回転している）ような場合，各々は互いに影響を及ぼすこ

とになる（後述）． 

いま，式(3)の第 1 式および第 2 式を恒等的に満たすような

応力関数 F および第3式を恒等的に満たす応力関数 を求め

ると，これらの応力関数と応力成分との間に以下の関係が成

立する． 
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 (4) 

ここに，F はエアリーの応力関数， はプラントルの応力

関数と呼ばれている． 

最後に， zyx ,, 軸方向の変位を wvu ,, と表わすとき，微小

変形を仮定した幾何式（ひずみ－変位関係）が次式のように

表される． 
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2.3 応力関数 ,F に関する偏微分方程式と一般解 

式(5)より，x-y 平面内の 3 ひずみ成分（ xyyx  ,, ）は同じ

く x-y平面内の 2変位成分（ vu, ）で表されている．一方，x-y

平面外の 2 ひずみ成分（ zxyz  , ）は同じく x-y 平面外の 1 変

位成分（ w）で表されている． 

このことから，x-y 平面内および x-y 平面外それぞれについ

て，ひずみ成分の間に 1 つずつの制約条件が存在することに

なる．これが，ひずみの適合方程式で，式(5)より次のように

求めることができる． 

.0,0

2

2

2

2

2


























yxyxyx

zxyzxyxy 
 (6) 

式(4)で導入された応力関数 ,F は，応力成分が式(1)のよう

にひずみ成分と関連付けられている以上，式(6)のひずみの適

合方程式を満たす必要がある． 

そこで，式(6)に式(1)および式(4)を代入することで，応力関

数 ,F により表示されたひずみの適合方程式（偏微分方程式）

が得られる． 

.0,0 2334   LFLLFL  (7) 

ここに， )4,3,2( jL j は j 階の微分演算子である． 
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式(7)は，取り扱う問題によらず，常に応力関数 ,F が満た

さなければならない条件を示している． 

式(7)の一般解を求めるために，第 1式に 2L （ 3L ），第 2式

に 3L（ 4L ）を作用させてこれらを差し引くと，応力関数 F（ ）

に関する 6階の偏微分方程式が得られる． 
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式(9)の一般解は次式で与えられる． 

.)(Re2,)(Re2
3

1

3

1





k

kkk

k

kkk zdzzF   (10) 

ここに， )3,2,1()( kzkk は複素応力関数と呼ばれる．また，

yxz kk  が成り立ち，x, yは楕円柱の座標を表す．
k は，

式(9)の特性方程式： 
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の根である．ここに， 
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式(11)は，に関する 6次の代数方程式であるが，得られる

6根は全て複素根となり，2根ずつが共役複素数になることが

証明されているため，計算には虚数部が正のものを
321 ,, 

として利用する． 

また，
k は次式で求められる複素定数である． 
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2.4 合力，応力および変位の一般式 

式(10)を式(4)に代入すると，異方性体の応力が求められる． 
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上式を積分すると，合力が次式のように表される． 
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また，式(14)を式(1)に代入してひずみ成分を求め，これらを

式(5)に代入，積分することで，変位が求められる． 
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ここに，
kk qp , および

kr は複素定数である． (8) 
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以上より，問題に応じた複素応力関数 )( kk z を決定できれば，

弾性体の解析を行うことができる． 

 

３．解析解の導出 

 

楕円柱の側面に各軸方向の外力が加わるとき（図１），複素

応力関数は次式のように表される 9)． 
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また， )0( nkn は複素定数であり，楕円柱の側面に加わる外

力の条件などから以下のように決定できる． 

n = 0のとき 
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n = 1のとき 
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n ≥ 2のとき 
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ここに， )0(,, ncba nnn
は楕円柱の側面に加わる合力 L

y

L

x PP , お

よび L

zP を周期 2の複素フーリエ級数： 
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
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L
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


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 (23) 

に展開したときのフーリエ係数である．また，バー記号は共

役複素数を表している． 

 

４．数値計算例 

 

数値計算を示すにあたり，材料は直交異方性を仮定する．3

方向の縦弾性係数比およびポアソン比は以下の値とする． 

 .25.0,00.1,20.0 321312

1

3

3

1

2

2  
E

E
e

E

E
e  

3方向の縦弾性係数は，図１の座標軸から次の角度で傾斜し

ている場合を考える． 

① .0,90   （x－y平面内で横等方性） 

② .45,0   （x－y平面内で異方性） 

③ .0,45   （最も一般的な異方性） 

傾斜角  ,, はそれぞれ x, y, z軸まわりの回転角を表す． 

 

4.1 対向集中荷重の場合 

図２に示すように，楕円柱の長軸上に x, z軸方向の集中荷重

P, Sが作用する場合を考える． 

x 軸から反時計まわりに測定した角度 に対し，境界 L の

x, z軸方向の合力の分布は次式のように表される． 










.20

,0





for

forP
P L

x  (24) 










.20

,0





for

forS
P L

z  (25) 

図３は，横軸に角度，縦軸に x軸方向の合力 L

xP を取り，式

(24)を図示したものである．  

式(24)および式(25)は周期 2 の周期関数であるから，これ

らを式(23)のように複素フーリエ級数に展開すると，フーリエ

係数は次式のように求められる． 
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.)1(
2
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2
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0  n
n

n

iP
b

P
b n




 (26) 

.)1(
2

sin,
2

2

0  n
n

n

iS
c

S
c n




 (27) 

図３に，楕円柱の中心点（座標系の原点）における基準化

された応力成分 O

y

O

x  , および O

zx を偏平率 abf / を横軸に

とって示す． 

①の横等方性の場合の結果は，Brisbaneの結果と完全に一致

している．②の異方性の場合は，川久保らの示した結果に一

致したものとなっている． 

また，③は本章で取り扱った最も一般的な異方性体に対す

る計算結果である．面外のせん断応力成分が発生しているこ

とを確認できる． 

また，楕円柱の偏平率が小さくなるほど，対向集中荷重と

平行な直線状の媒体に近づく．すると，応力成分は荷重方向

の垂直応力である O

x だけが次第に増大し，それ以外の応力成

分は 0に近づく． 

逆に，偏平率が大きくなるほど，楕円柱は荷重と垂直な直

線状の媒体に近づく．このとき，3応力成分全てがある値に一

様収束している． 

 

4.2 対向分布荷重の場合 

圧縮荷重の場合，図２の対向集中荷重は，加圧量が大きく

なるにつれて周方向に分布する荷重となってくる． 

そこで，図５に示すように，x 軸をはさむ角度 )rad( の範

囲に法線方向の垂直応力 p と面外せん断応力 s が作用する場

合を考える．境界上の法線方向の垂直応力ならびに面外方向

のせん断応力をそれぞれ L

 および L

z と表わすとき，これら

の応力の分布は次式のように表される． 


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

  s

s
L

z  (29) 

ここに， 

.
2
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1

tan 1

0 









  


f

 (30) 

abf / は楕円柱の偏平率で，式(28)を図６に示す． 

いま，式(28)および式(29)に示されるような，楕円柱の側面

の分布荷重を周期 2 の複素フーリエ級数で 
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 (31) 

のように展開した場合，式(28)のフーリエ係数は次式のように 

図２ 対向集中荷重 P，S を受ける楕円柱 
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図３ 対向集中荷重 P が作用する場合 

の境界 L 上の合力の分布 
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図４ 偏平率 f と楕円板中心の応力成分 
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図５ 対向分布荷重 p，s を受ける楕円柱 
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s
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s


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L

a

注） )4,2,0(0  nn である． 

n  
(%)2/ 

 n  
(%)2/ 

 
1 2 1 2 

01 -0.327  -0.323  51 -0.198  0.011  

03 -0.327  -0.321  53 -0.189  0.022  

05 -0.326  -0.317  55 -0.180  0.033  

07 -0.324  -0.312  57 -0.171  0.042  

09 -0.323  -0.305  59 -0.162  0.050  

11 -0.320  -0.297  61 -0.153  0.056  

13 -0.318  -0.287  63 -0.144  0.062  

15 -0.315  -0.276  65 -0.135  0.066  

17 -0.311  -0.263  67 -0.126  0.068  

19 -0.307  -0.250  69 -0.116  0.070  

21 -0.303  -0.235  71 -0.107  0.070  

23 -0.298  -0.219  73 -0.098  0.069  

25 -0.293  -0.203  75 -0.089  0.067  

27 -0.287  -0.186  77 -0.080  0.065  

29 -0.281  -0.168  79 -0.071  0.061  

31 -0.275  -0.150  81 -0.063  0.056  

33 -0.269  -0.132  83 -0.054  0.051  

35 -0.262  -0.114  85 -0.046  0.046  

37 -0.255  -0.097  87 -0.038  0.039  

39 -0.247  -0.079  89 -0.030  0.033  

41 -0.240  -0.062  91 -0.023  0.026  

43 -0.232  -0.046  93 -0.015  0.019  

45 -0.224  -0.031  95 -0.008  0.012  

47 -0.215  -0.016  97 -0.001  0.005  

49 -0.207  -0.002  99 0.006  -0.001  

 

（対向分布荷重 s を受ける場合） 

表１ 円柱のフーリエ係数
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与えられる． 
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式(29)のフーリエ係数は，数値的に求める．一例として，表１

に円柱（ 00.1f ）の場合の結果を示す． 

このように，式(31)に示された分布荷重のフーリエ係数が決

定されれば，式(23)の複素フーリエ係数は，次式によって求め

ることができる． 
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式(32)を式(33)に代入すると， 
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が得られる． 

式(34)において 0 ，つまり，図４に示される載荷幅が非

常に狭くなる場合， 02/0  であるから，以下のように

書くことができる． 

.)1(,
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sin,0 2  n
n
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ifP
ba nn
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
 (35) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ここに， 

.apP   (36) 

であり，式(35)は集中荷重の厳密解である式(26)とよく似た形

式で表現できることが分かる． 

以上により，対向分布荷重についても楕円柱の応力・変位

分布を計算できる． 

図７には，図５の載荷幅を %0.2%,0.1%,0.02/  および

%0.4 とした場合の x 軸上の応力分布図が示されている．弾性

主軸の傾斜は③，楕円柱の偏平率が 00.1f ，すなわち，円柱

の場合とした． 

上側が x ，下側が zx の分布図で，双方とも面外せん断応

力 s の載荷幅が狭くなるにつれ，対向集中荷重の厳密解に漸

近する傾向が観られる． 

また，載荷領域が広がるにつれ，横軸が 0.3以下になってく

るとこれらの曲線は対向集中荷重の厳密解から徐々に離れて

ゆく様子を観察できる． 

 

５．結   言 

 

本論文では，一般的な異方性を示す楕円柱の側面に任意の

外力が作用する問題の解析解を求めた． 

なお，これまでの研究では作用する荷重が面内荷重に限定

されていたことから，新たに面外荷重の作用問題も取り扱え

るように理論展開を行うとともに，幾つかの数値計算例を示

した． 

図６ 対向分布荷重 p が作用する場合 
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の境界 L 上の応力の分布 
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楕円柱ならびに円柱の理論的研究は，これまで抗張力試験

を対象とした対向集中荷重を受ける場合 10)がその多くを占め

ていたが，本論文では面内，面外荷重を問わず，境界での荷

重の分布を楕円柱座標系における応力成分で与えることによ

り，一般的な分布荷重を取り扱い可能とした． 

任意分布の荷重を取り扱うために，本研究では境界上の合 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

力を複素フーリエ級数に展開する手法を用いた．一般的な異

方性を対象とした計算例を示したが，これまでに示された解

の条件を当てはめると，それらの解に一致していることが確

認されている． 

また，川久保らは楕円板理論を円板に対して適用すると，

問題の誤差が大きくなるとの指摘をしており，この場合には

別途円板に対する厳密解を用いていた．しかし，本論文では

そのような問題はなく，円柱の場合についても十分に適用可

能であることが確認された． 
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