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クラックを有する異方性弾性体の応力拡大係数に関する研究  
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Abstract 

About 80 years ago, brittle failures of the welded structure, such as warships and bridges, were occurred many times. The reason simply comes 

from the fact that these structures had many poor regions and cracks. In order to prevent such failures, evaluation by the “value of fracture toughness” 

was introduced, instead of the evaluation by the stresses. This reason is as follows. When the brittle failure is occurred, if the shapes and dimensions 

of the plates and magnitude of external forces are different, these plates have a different stress value. On the other hand, fracture toughness is nearly 

constant in any cases for same material. For this reason, value of fracture toughness is used as a design guideline to evaluate the brittle failure. 

Then analytical solutions of fracture toughness was obtained by many researchers in a way that is based on two-dimensional elastic theory for the 

isotropic body. And there are testing method for some cases to evaluate fracture toughness. By the way, carbon fiber reinforced plastic (CFRP) is 

used as a structural material in the aerospace industry, and used amount of CFRP is increasing yearly. By the model, the ratio of CFRP mass to 

total mass of airplane exceed about 50%. But there are few researches about evaluation of fracture toughness for anisotropic (concluding 

orthotropic) body, except for the inquest if delamination of CFRP. In this paper, analytical solution of the fracture toughness for anisotropic circular 

plate with a crack is derived and some numerical results are shown by some figures. In this study, external loadings on the cylindrical surface is 

expanded to complex form of Fourier series. 
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１．緒言 

 

機械の製造，構造物の構築のためにこれらを設計する際に

は，材料の破断を伴う破壊，および，部材が破壊せずとも構造

物が過大な変形により使用不能になる破損を防ぐための検討

をしなければならない． 

従来の設計は材料力学の考え方を基礎とし，設計照査の力

学的パラメータとして【応力】を用いている．すなわち，基準

強度（引張強さや降伏点）を安全率で除した許容応力を定め，

部材に作用する応力が許容応力を上回らないように断面決定，

あるいは，材料選定を行うものである． 

一方で，材料のぜい性破壊は内部のクラック（き裂）や介在

物を起点に生じるもので，これらの欠陥が新たな欠陥の発生

や成長，合体などに繋がって起こることが多い．このクラック

が関与する破壊には許容応力度法が適用できないため，新た

に線形破壊力学に基づく考え方が導入された． 

この線形破壊力学では，新たな力学パラメータとして【応力

拡大係数】が用いられる．理由は，外力や形状・寸法の異なる

複数の部材がクラックを起点にぜい性破壊に至った場合，応

力は部材ごとに異なる値を示すが，この応力拡大係数はほぼ

一定値となるからである． 

そこで，材料が等方性弾性挙動を示す場合について，クラッ

クが存在する部材に引張，せん断，曲げ，ねじりなど，様々な

外力が作用する場合の応力拡大係数が求められ，ぜい性破壊

防止の上で一定の貢献をなした(1)． 

ところで，機械系各分野，とくに航空宇宙分野では省エネの

観点から構造の軽量化が永遠の課題であり，軽量かつ高強度

な（＝比強度の大きな）部材の開発と適用が絶えず試みら 
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れている．とくに，炭素繊維強化プラスチック（CFRP）は比

強度・比剛性に優れた先進複合材として導入が進み，一般の旅

客機では，それまで，機体重量に占める割合が20%程度であっ

たものが，50%に達した機種もある(2)． 

CFRPは炭素繊維により特定方向の強度・剛性が高められて

いるために，異方性弾性挙動を示す．先の応力拡大係数に関す

る検討について，層間剥離を起こす際の破壊靭性評価は行わ

れてきているが，クラックが繊維に直交している場合や任意

に傾いている場合についての検討は少ない． 

そこで本研究ではこれまでの成果(3)を応用し，異方性弾性材

料からなる円板にクラックが存在し，任意外力が作用する場

合の応力拡大係数の一般式を求め，数値計算例を示す． 

 

２．解析方法 

 

2.1 概要 

著者らが前報で求めた解析解を基に，クラック先端の応力

拡大係数を導く． 
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図１ 解析モデル 
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図１のように，異方性材料からなる半径Rの円板の内部に長

さ2cのクラックがあり，この中心は円板の中心と一致してい

るものとする．すなわち，前報のだ円筒の問題において，外側

の長短軸をともにR，内側の長短軸をc, 0と置くものである． 

外力は，円板の側面L1にx, y軸方向の任意荷重Px
1, Py

1を考え，

これらを周期2の複素フーリエ級数で一括変換して解を求め

る．これにより，任意荷重の取り扱いが容易に行える． 
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ここに，eはネピアの数，iは虚数単位，n
1, n

1, n
1は境界L1の

負荷条件より定まる複素定数（複素フーリエ係数）で，バー記

号はこれらの共役複素数を表している． 

なお，本研究で対象としている図１の厳密解は，二境界L1, 

L2への写像関数導入の面で困難を伴うため，図２に示す二モ

デル，すなわち， 

(a) 境界L1を有する円板（j = 1） 

(b) クラックL2を有する無限板（j = 2） 

を使って，拘束解除法により求める（後述）． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.2 応力，合力および変位を求める式 

異方性弾性体に対する二次元弾性理論の基礎方程式（力の

釣合方程式，幾何式（ひずみ－変位関係），構成方程式（応力

－ひずみ関係），ひずみの適合方程式）から，図１の実平面z

（= x + iy）のアフィン変換面zk（= x + ky）の写像変換面kに

おいて定義される複素応力関数k(k)（k = 1, 2, 3）を利用して，

材料内の応力，合力および変位は以下の式で求めることがで

きる． 

応力 

































.)(Re2

,)(Re2,)(Re2

,)(Re2,)(Re2

3

1

I

3

1

I
3

1

I

3

1

I
3

1

I2

k

kkkxy

k

kkkkxz

k

kkkyz

k

kky

k

kkkx







 (2) 

合力 
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変位 
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ここに，式の記号は変数zkによる微分を表す

また，式から式に現れるkは材料異方性の程度を表す

パラメータで，材料の構成方程式を次式： 
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のように表すとき，六次代数方程式の解として求められる． 
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一方，kは面内問題と面外せん断問題の連成の程度を表し，次

式によって計算できる． 
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そして，複素応力関数k(k)は外力の境界条件より決定され

るもので，あらゆる問題で様々な形式を取る．図2(a)の複素応

力関数をk
1(k)とすると，これは次式によって表される． 
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ここに， 
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一方，図2(b)の複素応力関数をk
2(k)とすると，これは次式

によって表される． 
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ここに， 
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式(9)および式(12)において，新たな複素変数k, jが導入されて

いる．これらは，アフィン変換面上の境界Ljをk, j平面上の単

位円に変換する写像関数である． 

 

2.3 拘束解除法について 

拘束解除法については，前報で詳しく述べており，簡単な説

明に留める． 

(1)円板の解析 

はじめに，図２(a)のL1境界に図１の外力Px
1, Py

1を作用させ

る．この外力を複素フーリエ級数展開し，式(1)のように決定

できたとすると，式(9)の複素定数kn
1は，nの値に応じて以下

の式から決定される． 
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n = 1の場合 
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n ≧ 2の場合 
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そして，これらの結果を式(9)に代入の上，図２(a)の仮想境界

L2の合力Px
2, Py

2, Pz
2を式(3)で求める． 

そして，これら合力の反符号成分を式(1)と同様，周期2の

複素フーリエ級数に展開して，複素フーリエ係数を決定する． 
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(2)無限板の解析 

つぎに，図２(b)の無限板のL2境界（クラック）に式(17)の合

力Px
2, Py

2, Pz
2を作用させる．すると，式(12)の複素定数kn

2は，

nの値に応じて以下の式から決定される． 

n = 0の場合 
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n ≧ 1の場合 
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 (19) 

そして，これらの結果を式(12)に代入の上，図２(b)の仮想境界

L1の合力Px
1, Py

1, Pz
1を式(3)で求める． 

そして，これら合力の反符号成分を式(1)のように，周期2

の複素フーリエ級数に展開し，複素フーリエ係数を決定する． 

(3)円板の解析 

再び円板に戻り，上記(2)の合力反符号成分を図２(a)のL1境

界に作用させる．式(14)から式(16)より複素定数kn
1を定め，図

２(a)の仮想境界L2の合力Px
2, Py

2, Pz
2を求める． 

そして，これら合力の反符号成分を式(17)のように複素フー

リエ級数展開，複素フーリエ係数を決定する． 
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(4)収束計算の実施 

手順(2)および手順(3)を，互いの仮想境界に発生する合力が

十分小さくなるまで繰り返す．この繰り返しにより求められ

た未定係数kn
1, kn

2を合計し，新たに，kn
1, kn

2と表すと，本研

究対象の図１の複素応力関数は次式によって表される． 

.
1

)(

)()()(

0 2,

2

2

1,

11

1

1

0

21
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


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





n
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k

kn

n

kknknkkk

kkkkkk

Pz






 (20) 

 

３．応力拡大係数を求める公式 

 

一般に図３に示すように，長さ2cのクラックを有する場合，

クラック右側先端における破壊モードI, IIおよびIII型の応力

拡大係数は，この点からの距離 r ，角度 を用いて，次式で

定義される(1)． 
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 (21) 

式(21)に対し，式(2)の応力成分を代入して，本研究における応

力拡大係数を求める． 

この際，図２(a)の円板はクラックを持たないため応力拡大

係数には影響しない．すなわち，複素応力関数としては，式

(12)のk
2(k)のみを利用すればよい． 

以上から，本研究における応力拡大係数は次式によって求

めることができる． 
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 (22) 

 

４．数値計算例 

 

数値計算は，互いに90°の角度をなす三本の弾性主軸を有

する直交異方性材料を対象に行う． 

弾性主軸の方向をj = 1, 2および3として，各方向の縦弾性係

数をEj，弾性主軸lとmからなるl-m平面内のポアソン比をlmと

表すとき，以下の値を計算に利用した． 

.25.0,00.1,20.0 231312

1

3

1

2  
E

E

E

E
 

本研究で用いている解析理論は，これら弾性主軸が図１のx, 

yおよびz軸と一致していない場合についても検討可能である

が，ここでは，弾性主軸jと座標軸x, yおよびzの関係が以下三

通りの場合について計算例を示す． 

Case A： .,, 321 EEEEEE zyx   

Case B： .,, 312 EEEEEE zyx   

Case C： .,, 231 EEEEEE zyx   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

つまり，材料唯一の弱軸がCase Aはy軸，Case Bはx軸の方向に

取られた場合で，いずれもx-y平面内異方性を示す場合，Case 

Cはz軸の方向を弱軸とするx-y平面内で横等方性を示す場合に

対応する． 

 

4.1 一様応力が作用する場合 

図１の円板側面に一様応力x
0, y

0, yz
0, zx

0およびxy
0相当の

表面力が作用している場合を考える． 

図４(a)は，y
0 = 1MPa相当の表面力が作用する円板の半径を

R = 1.1mmから100mmまで変化させ，内部のクラック長 2c =  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図３ 応力拡大係数を求めるための記号 

 

x

y

O
cc

z r 

Q

r



(a)  

 

(b)  

図４ 円板側面に一様荷重相当の表面力が作用する 

場合の応力拡大係数 



北九州工業高等専門学校研究報告第48号（2015年1月）                                                         17 

 

2mmは一定として，式(22)によりクラック右側先端のモードⅠ

型応力拡大係数KIを求めたものである．横軸は，円板の半径を

クラック半長cで正規化した値である． 

図４(a)から，横軸の値が大きくなるにつれ，Case Aから

CaseC，いずれの場合についても応力拡大係数の値は減少し，

R / c = 10程度で収束，その値はKI = 1.772MPa mm となって

いる．この値は，無限板中のスリットクラックの応力拡大係

数 cK y  0

I 
(1)に一致するもので，Sihらが指摘しているよ

うにCase A（異方性）とCase B（等方性）関係なく同じ結果

が得られている(4)． 

一方，横軸の値が小さくなると，異方性のCase A，Case Bと

等方性のCase Cで応力拡大係数の値が異なってきている．右

側の縦軸に，Case AおよびCase B（ともに異方性）のCase C（等

方性）に対する応力拡大係数の増減率を示した． 

今回の計算例では，Case Aのように材料の強軸と荷重（y
0）

の方向が一致すると，等方性の場合よりも応力拡大係数が小

さくなり，R / c = 1.3でその差は最大，約14%であることが分

かった．一方，Case Bのように材料の強軸と荷重（y
0）の方向

が直交する場合は，等方性の場合よりも応力拡大係数が大き

くなり，R / c = 1.3でその差は最大，約35%に上ることが分か

った． 

図４(b)は，yz
0 = 1MPaの場合について，同様にモードⅢの型

応力拡大係数を求めたものである．先のモードⅠ型の応力拡

大係数と同様な傾向が見られる．ただし，応力拡大係数の増減

率は，Case Aのとき，R / c = 1.4で約1.4％，Case Bのとき，同

じくR / c = 1.4で約4.3％と小さい． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図５は，一例としてR / c = 5のときのL1境界の合力の分布を

まとめたものである．実線が厳密解，マーカー表示が複素フー

リエ級数展開後の結果であり，問題なくフーリエ級数展開が

なされたことを意味している． 

内側境界L2については，外力が作用しないため，全ての合力

が0になっていることを確認している． 

 

4.2 圧縮集中荷重が作用する場合 

円柱が等方性を示す場合について，図６のようにx軸上に圧

縮集中荷重Pが負荷される場合を考える． 

クラックが存在しない場合，つまり，図６においてc / R = 0

のとき，x軸上のy軸方向の垂直応力は次式で求められる(5)． 

.
R

P
y


   (23) 

つまり，x軸方向に圧縮荷重を負荷することで直角方向には一

様な引張応力が生じる． 

コンクリートや岩盤など，脆性材料の引張強度は割裂試験と

呼ばれる間接引張試験法により算定されるが，負荷によって

図６のように内部にクラックが発生した場合には，クラック

両端で応力yの特異性が生じると考えられ，この場合の応力

拡大係数およびx軸上の応力分布を求めた． 

表１は，半径R = 25mmの円板に集中荷重P = 1N/mmが加わ

り，2c = 0.5, 1.0, 2.0および4.0mmのクラックが発生した場合に

対し，クラック右側先端の応力拡大係数およびx軸上の応力y

を求めたものである． 

表１より，図４と同様にクラック長が長いほど応力拡大係

数の値が増加している．また，図７から，クラックが発生する

とクラック先端で応力yが無限大に発散していること，クラ

ックの発生により，クラックのない式(23)の厳密解よりも応力

yが大きくなっていることから，妥当な計算結果が得られた

と考えられる． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

表１ 応力拡大係数KIの値 

c / R KI [MPa mm ] 

0.01 0.015 

0.02 0.022 

0.04 0.031 

0.08 0.044 

 

図６ 集中荷重を受ける円板 

x

y

O RccR

R

R

PzP

c / R = 0.08 

0.04 

0.02 

0.01 

c / R = 0.00 

図７ x軸上の応力yの分布 

図５ 外力フーリエ級数展開の結果 
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５．結言 

 

本研究では，異方性弾性を示す円柱の内部にスリットクラ

ックが存在し，円柱側面に任意の荷重が作用する場合につい

て，クラック先端の応力拡大係数や応力分布を計算した．得ら

れた知見を以下に示す． 

（1）内外二境界を有する問題は，煩雑さなどから写像関数利

用により容易に解析できる範囲の問題に限定されてい

たが，取り扱いの容易な拘束解除法を導入することで，

この問題を解決した． 

（2）円柱側面に一様応力相当の表面力が加わる場合，円柱寸

法がクラック長に比して非常に大きい場合は，従来の無

限板中のクラックの応力拡大係数に一致する． 

（3）上記(2)と関連して，円柱寸法が小さくなると，応力拡大

係数は異方性の影響を受ける． 

（4）圧縮集中荷重の数値計算例を示した． 

（5）応力の他，変位の分布についても，容易に計算できるよ

うになっている． 
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